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1.

1.1.

Tema 1. Nuimeros Naturales y Enteros

Demostraciones por Induccién

2016 - Enero. Demostrar por induccién que 3™ — 1 es divisible por 2,
Vn e N

2016 - Junio. Deduce la ley general, y demuéstrala mediante el método
de induccion:

1 1 1
2.3 39

DN o

1
1+-=
3
2017 - Enero. Demostrar por induccién que 23" — 1 es muiltiplo de 7,

Vn e N

. . ., 2 3 .
2017 - Junio. Demostrar por induccion que la suma % + %4 + %~ siempre
va a dar como resultado un nimero natural.

2018 - Enero. Deduce la ley general, y demuéstrala mediante el método
de induccion:

1+1—2 1 1+1+1—2 1 1+1+1+1—2 !
2 2’ 2 4 4’ 2 4 8 8

2018 - Junio. Demostrar por induccién que 2" — 1 es divisible por el
polinomio z + 1, Vn € N

2019 - Enero. Demostrar por induccién que 7" + 1 es divisible por 8,
para todos los n € N impares.

2019 - Junio. Demostrar por induccién que Vn € N,

1+2+22 4. 42t =0

2020 - Enero. Demostrar por induccién que el producto de tres niimeros
naturales consecutivos en multiplo de 6.

2021 - Junio. Demostrar por inducciéon que Vn,m € N,

1m+2m++nm§nm+3



» 2022 - Enero. Dados aq, as, - - , a, € (—1,0], demuestra por el principio
de induccion que se cumple la siguiente desigualdad:

(14+a)(1+ay)---1+4a,)>14+a;+a+--+a,, YneN

» 2022 - Junio. Demuestra, utilizando el principio de induccién, que 23" —
1 es multiplo de 7, Vn € N

= 2023 - Enero. Demuestra, utilizando el principio de induccién, que
(P+1)-U+2°+1) 24+ +(*+1)-nl=n-(n+1), VneN

s 2023 - Junio. Demuestra, por medio del principio de induccién, que si
x=1++/2, entonces Vn € N 2" = a+ by/2, siendo a,b € Q

s 2024 - Primer Parcial Demuestra mediante induccién que: 2?* — 1 =
P(z)* (x+1),n>1¢€ N, donde P(X) es un polinomio.

= 2024 - Enero. Demuestra, utilizando el principio de inducciéon que S,, =

n > 1
—— dada'l i _—
— aaaserle;n(n_i_l)

1.2. Cotas, Infimo /Supremo, Maximo/Minimo

Enunciado Global: Sea el conjunto A, busca los puntos interiores, los
puntos frontera y los puntos exteriores. Busca el infimo, el supremo, el minimo
y el maximo. Razona todas las respuestas.

s 2016 - Enero:
n

A:[O,l]—{ VneN}

n+1’

s 2016 - Junio:
A=((0,1)N(R-Q))U{2}

= 2017 - Enero / 2018 - Junio:
-1 n—1
1= {E wen}
n

s Junio 2017:




s 2018 - Enero:

A= {(—1) - T,Vn € N}

A= {n—_l,VneN}
n

1.3. Ecuaciones con nuimeros complejos

s 2019 - Junio:

Enunciado Global: Resuelve la ecuacién y representa sus soluciones en el
plano.

= 2016 - Junio:
2= (14022 +iz=0

s 2017 - Enero:
22— (3—4i)z—(14+T7i)=0

s 2017 - Junio:
P22 —2,=0

s 2018 - Enero:

2 i 42=0

s 2018 - Junio:
A (=140 —i=0

s 2019 - Enero:
254+ (1 —4i)2> = (3+3i)z2=0

s 2019 - Junio:
iz \/g _ ;251

s 2021 - Junio:
L4723 -8=0

= 2022 - Enero: Demuestra la siguiente igualdad:

V1+V3i+\1—v3i=v6



1.4. Representacion de complejos
Enunciado Global: Representa en el plano el conjunto:
2016 - Enero:
A={zeC / |z—2i|<2 y Re(z)>1}

s 2016 - Junio:
A={ze€C / |z=2|—|z+2|=1}
s 2017 - Enero:

A={z€C |/ [z=3]<1 y Re(z)> Re(z)

DN | Ot
<

= 2017 - Junio:
A={ze€C / |z4+2|>1+|z—-2]}
» 2018 - Enero:
A={ze€C / |z2—2i|<2 y Re(z) <1}
= 2018 - Junio:
A={2z€C | zz<Re(z) y Im(z) < Re(z)}

= 2022 - Junio:
A={ze€C / |z—1i| <Im(z2)}

= 2023 - Enero:
A={2e€C / |z—1+id| <1 y |z2+i]>1}

s 2023 - Junio:
A={z€C | Re(z—-1)=2 y [2z2—1] =4}

2+ 2
ar =
&8\ T o

s 2024 - Primer Parcial:

bo |

s 2024 - Enero:




2. Tema 2. Sucesiones

2.1. Resolucion de limites

Enunciado: Calcula los siguientes limites.

s Enero 2016:

1 (n+1)?
e lim (cos—)
n—o00 n

y 14+ 2224+ 323+ +n*¥n
[ ] 1m
n—o00 n3

o lfm (2" 4 3™)!/"

n—o0

= Junio 2016:

e lim

n—00 sin1+sin%+---+sin%
e lim n(l1—<a), a>0
n—oo

e lim nsinn
n—oo

s Enero 2017:

e lim

1 /1 1 1
nﬁw\/ﬁ(ﬁ V2 \/ﬁ)
11’L
.11m(1—"+>
n—o00 2

e lim gln(n—i— a)(n+b)(n+c)—1Inn"

n—oo

= Junio 2017:

3n—1

) 1—8n\ '™
e lim
n—00 1—2n

1+ V24 34+
ol LTV2HVE4 4

n—o00 n

o lim \/n2 —qn—+/n%+qn
n—o0

» Enero 2018:

n(Va+ vVova+ Vb--- Va+ Vb)

a,b>0



ol (1234234 +---Fnn+D(n+2)
n—00 4n?

. a\”™
e lim (cos—) , a€elR
n

n—o0

e lim (f/(n—l— a)(n+0b)(n+c)— n)

n—oo

Junio 2018:

n—oo arctan n—12

e lim <\/n2+pn+q—\/n2+rn+s>

n—oo

Enero 2019: (Se repitieron ejercicios de anos pasados)

e lim "Vn3+Inn

n—oo

Junio 2019: (Se repitieron ejercicios de anos pasados)

I
* n®+1Inn
Enero 2020:
nt+otponz2y oy 2 41
° h’m 2 3 n—1 n
n—o0 In(n+1)!
Junio 2021:
1492
. lim + 224 - +nyn
n—00 nZ\/ﬁ
1+2
e lim nlin 7
n—oo J— E
Enero 2022:

e Demuestra que la sucesién {1! + 2!+ --- 4+ n!} y la sucesién {n!}
son equivalentes, cuando n — oo

e lim (W—\/ﬁ> n+1

n—oo 2

Junio 2022:



e Demuestra que la siguiente sucesion es convergente y calcula su
limite: a1 = 1,a, +1 = /44 a2,Vn > 1

2+ (1)
o lim ————
n—oo In (n + 2)

» Enero 2023: (Se repitieron ejercicios de anos pasados)

o lim /27 + 3n

n—oo

= Junio 2023

o lim (\/n2+an+2—\/n2+bn—3>,a,b>0

n—oo
vn!
o lim ——
n—oo N

= Enero 2024
e Demuestra que la siguiente sucesion es convergente y calcula su
o

1
suma:; ; m (Sabiendo que S,, = )

+
; (1+2—|—5+~~-—|—(2n—1 2n+>
e lim
o lim sinx—ktanx’ N
x—0 x



3. Tema 3. Series

3.1. Caracter de la serie y acotacion del error

Enunciado Global: Calcula el caracter de la serie (en caso de haberla,
para los distintos valores de la constante)

= Enero 2016: Calcula Sy, para que R, < 0,001; tomando a =1y a = 10.
Z (2) ‘nl, a>0
—\n

= Junio 2016: Calcula Sy para que Ry < 0,001; tomando a = 2.

n

Zn: (n+2)(n+ a)b™’ a0

» Enero 2017: Calcula Sj, para que R, < 1073; tomando a = %o yb=-—1.

Za”nb, Va > 0,Vb € R

= Jun 2017 - Ene 2019: Calcula S para que R; < 0,0001; tomando a = %

n a\m
Zn+1<§) , @>0

n

= Enero 2018: Calcula Sy para que R, < 10—3; tomando a = %

1-3-5---(2n—1)
" >0
Z 2-4-6---(2n) @, a

= Junio 2018: Acota el error que se produce al hacer la suma de los cuatro
primeros términos. Calcula S, para que Ry, < 1072

3

n
2

n

» Junio 2019: Calcula Sy para que Rj < 0,01.

n!

nn
n

9



Enero 2022: Acota R, cuando a = e. Ademas, calcula S, para que
R, < 107! cuando a = e

(Ina)™n?
Z on—1

n

Junio 2022: Acota el Ry cuando a = % Ademsds, calcula Sy para que
Ry <1073 cuando a = 3

n+1 n
;(n+2)(n+3)(&_1) o>l

Enero 2023: Acota el R4 cuando p = 1. Ademas, calcula Sy para que
Ry, < 1073 cuando p = 1

1 n
Z(n+ )p, p>0

n!
n

Junio 2023: Acota el error R3. Ademads, calcula S; cometiendo un error

menor que 1072
> 5
(2n)!

n

Enero 2024: Acota el error R3 cuando a = 3. Ademads, calcula S} co-
metiendo un error menor que 1072 cuando a = 3

Zn2+11 >0

n a"’

n

4. Temas 4, 5 y 6. Funciones, Continuidad,
Derivabilidad

4.1. Estudios y Monotonia

» Enero 2016: Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién, y
calcula la funcion derivada. Calcula adema&s los méaximos y minimos
absolutos en el intervalo [-2,2].

4327 +204+1, <0
f(z) = 1
x+1’

0<zx

10



Junio 2016: Demuestra que tiene y calcula los méximos y minimos
absolutos en el intervalo [-1,1]

f(x):{ x2, -1 <z<0

|zln x|, 0<zr<l1

Enero 2017: Realiza el estudio completo de la funcion.

f(x) = re’, xr <0
YT 1@ -1 0<a
Junio 2017: Realiza el estudio completo de la funcién.

f<x>={ roorsy

2?Inz, O0<zx

Enero 2018: Realiza el estudio completo de la funcién.

1

fla) = z—1
—142(2 —z)e* ™, 1<u

r<l1

Junio 2018: Realiza el estudio completo de la funcion.

f(x)_{(x—i—l), <0

(x —1)% 0<zx

Enero 2019: Realiza el estudio completo de la funcién, incluido el grafi-

co.
Jx, r<0
fay=q " 70
xln—, x>0
T

Junio 2019: Dada la funcién f(x), estudia su continuidad y derivabi-
lidad en su dominio de definiciéon. Ademaés, calcula sus extremos en el
intervalo [-1'25,1°25]

flz) = 22| - 2?

11



= Enero 2021: Dada la funcién:
2t =322 —a, <0
f(z) =4 zcosz —sinz
—, >0

3

e ;Existe algiin valor del pardmetro a para el que se cumplan las
condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [-3,3]7 Si

existe, utiliza ese valor de aqui en adelante.

e Razona que la funcién f(z) tiene extremos absolutos en el inter-
valo [-3,0] utilizando el teorema adecuado y, luego, calcilalos.

e Calcula la recta tangente a la funcién f(x) en el punto x = —2.
Dibuja la funcién y esa recta tangente en el intervalo [-3,0].

e Demuestra que la funcién se anula por lo menos una vez en el
intervalo [0,5]. Aproxima ese valor por medio del algoritmo de
Newton-Raphson, partiendo del punto x = 5 y haciendo tres ite-
raciones

e Aproxima el valor de f’(5) utilizando la férmula de la diferencia
central, tomando h = 0, 1. ;Qué error se comete?

s Junio 2021: Dada la funcién:
a

, r<l1

V1—=x

flz) = o1
22 —b’ z21

e ;Cudnto deben valer los parametros a y b para que ll’m+ f(z) =
z—1

+00 y la recta tangente en el punto x = —3 sea paralela a la
recta y = %Gx + 37 A partir de ahora utiliza esos valores de los
parametros

e Calcula los extremos relativos y absolutos de la funcién en el in-
tervalo [-10,10], si existen

e Escribe para los valores x > 1 un algoritmo que podamos utilizar
para valorar a la vez la funcién y su derivada usando la derivacién
algoritmica. Utiliza dicho algoritmo para calcular f(5) y f'(5)

= Enero 2022: Sea la funcién:
hx), <0
f@)=X(z—7m)?—-m 0<z<nm

tanx —z, >

donde h™!(z) es la funcién inversa de la funcién h(z) .

12



e Demuestra que la ecuacién f(z) = 0 tiene una tnica solucién en
el intervalo [, 4’5]. Aproxima ese valor por medio del método de
Newton-Raphson, partiendo del punto zy = 4,5 y hasta que la
diferencia entre dos iteraciones sea menor que 1074,

e Calcula, si tiene, los extremos absolutos de la funcién f(z) en el
intervalo [O, 37“]

e Aproxima el valor de f(6) = tan(6) — 6 utilizando el polinomio
de Taylor de grado 3 en el punto x = 27. ;Qué error se comete?

e Prop6n una funcién h(z) que haga la funcién f(x) continua y
derivable en el punto x = 0.

= Junio 2022: Sea la funcion:
x? — bx — 16

f(z) =< 22 — 62 — 16’
22° + pr® + qr + 1, x>0

<0

e Calcula, si existen, las asintotas de la funcién f(z) y estudia el
comportamiento de la funcién cuando se acerca a ellas.

e Calcula los valores de los parametros p y ¢ para que la funcién
f(x) tenga un extremo relativo en el punto (1, —6). ;Qué tipo de
extremo es? (Guarda los valores para los siguientes apartados)

e ;Se puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [—1, 0]7
. Por qué?

e Consigue, si se puede, la recta tangente de la funcién f(z) en el
punto z = 0.

e Escribe un algoritmo que evalue a la vez f(x) y f/(x) usando la
derivacién algoritmica, y utiliza ese algoritmo para calcular f(—3)

y ['(=3).
» Enero 2023: Sea la funcién:

a— r <1

f(@) =4 In(z)

T

z>1

e Calcula el valor de a para que la funcién sea continua. Una vez
calculado, para ese valor de a, es la funcién derivable?

e Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

13



e Consigue una aproximacién del punto f(1,1) = % mediante el
polinomio de Taylor de tercer grado, tomando a = 1. ;Qué error

se comete?

s Junio 2023: Sea la funcion:
T

1 —et’

fl@)=4"4
x+e’

e Calcula el valor del parametro a para que la funcion sea continua.

e Demuestra que la funcién toma el valor —4 en el intervalo [—10, —2],
osea que Jc € (—10,—2)/f(c) = —4. {Qué teorema has utilizado?

e EL valor ¢ del apartado anterior es la solucién de la ecuacién
= = —4. Por tanto, utiliza el algoritmo de Newton-Raphson
para aproximar el valor ¢, partiendo del punto x¢g = —2 y reali-

zando dos iteraciones.

s Enero 2024:

e Supongamos que la funcién f : [0,1] — [0, 1] es continua en el
intervalo [0, 1]. Demuestra que existe un punto ¢ € [0, 1] tal que

fle)=c.
e Calcula la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcién.
2e 6— 17 <1,
W= @_ne L
—_ = x
3 6’

e Comprueba que la funcién del apartado anterior (z(z)) verifica
la propiedad del primer apartado en el intervalo [0, 1] y aproxi-
ma el punto ¢ utilizando el método iterativo de Newton-Raphson,
partiendo del punto x = 0,5 y realizando dos iteraciones.

4.2. Optimizacién
= Enero 2023:

Queremos construir una caja con base cuadrada y para ello tenemos
10m? de material. Pensando que para construir la caja hay que utilizar
todo el material y que el material disponible lo podemos adaptar de
cualquier manera, ; Cuéles serdn las dimensiones de la caja de volumen
méaximo (anchura de la base, longitud de la base, altura)?

14



= Junio 2023:

Se quiere construir una caja. Se pretende que la longitud de su base sea
el triple de la anchura de la base. El material de construccion de la base
y la tapa de la caja cuesta 10 euros/m?, y el material de construccién
del resto de lados 6 euros/m?. Si la caja debe tener un volumen de 60m?,
determinar las dimensiones de la caja (longitud de la base, anchura de
la base y altura) para que el coste de la construccién sea minimo.

= Enero 2024: Se tienen dos postes clavados en el suelo: uno de 10 y
otro de 25 metros. La distancia que separa a las bases de los postes
es de 14 metros. Se quiere tirar dos cables desde el maximo de altura
de cada poste de manera que los dos converjan en el mismo punto del
suelo. Determinar la distancia de cada base del poste a dicho punto de
manera que la longitud total de los 2 cables sea minima.

25m

10m

14m

Mucho dnimo, y que la suerte esté siempre de tu parte.
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